
Solutions - Chapter 3

Kevin S. Huang

Problem 3.1

a)

[Â, B̂ + Ĉ] = Â(B̂ + Ĉ)− (B̂ + Ĉ)Â = ÂB̂ − B̂Â+ ÂĈ − ĈÂ = [Â, B̂] + [Â, Ĉ]

b)

i[Â, B̂Ĉ] = ÂB̂Ĉ − B̂ĈÂ = ÂB̂Ĉ − B̂ÂĈ + B̂ÂĈ − B̂ĈÂ = B̂[Â, Ĉ] + [Â, B̂]Ĉ

Problem 3.2

Eigenstate problem:

Ŝn |µ〉 = µ
h̄

2
|µ〉

Ŝn = Sx sin θ cosφ+ Sy sin θ sinφ+ Sz cos θ

=
h̄

2

[(
0 1
1 0

)
sin θ cosφ+

(
0 −i
i 0

)
sin θ sinφ+

(
1 0
0 −1

)
cos θ

]

=
h̄

2

(
cos θ sin θ(cosφ− i sinφ)

sin θ(cosφ+ i sinφ) − cos θ

)
=
h̄

2

(
cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ

)
Matrix form:

h̄

2

(
cos θ e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ

)(
〈+z|µ〉
〈−z|µ〉

)
= µ

h̄

2

(
〈+z|µ〉
〈−z|µ〉

)
(

cos θ − µ e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ − µ

)(
〈+z|µ〉
〈−z|µ〉

)
= 0∣∣∣∣ cos θ − µ e−iφ sin θ

eiφ sin θ − cos θ − µ

∣∣∣∣ = µ2 − cos2 θ − sin2 θ = 0

Eigenvalues:

µ = ±1
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(
cos θ ∓ 1 e−iφ sin θ
eiφ sin θ − cos θ ∓ 1

)(
〈+z| ± n〉
〈−z| ± n〉

)
= 0

Equation:

(cos θ ∓ 1) 〈+z| ± n〉+ e−iφ sin θ 〈−z| ± n〉 = 0

Normalization:

| 〈+z| ± n〉 |2 + | 〈−z| ± n〉 |2 = 1

| 〈+z| ± n〉 |2 +
(cos θ ∓ 1)2

sin2 θ
| 〈+z| ± n〉 |2 = 1

| 〈+z| ± n〉 |2 =
sin2 θ

sin2 θ + (cos θ ∓ 1)2
=

sin2 θ

2∓ 2 cos θ
=

(1− cos θ)(1 + cos θ)

2(1∓ cos θ)

| 〈+z|+ n〉 | =
√

1 + cos θ

2
= cos

θ

2

| 〈+z| − n〉 | =
√

1− cos θ

2
= sin

θ

2

| 〈−z|+ n〉 | = eiφ sin
θ

2

| 〈−z| − n〉 | = −eiφ cos
θ

2

Eigenstates:

|+n〉 = cos
θ

2
|+z〉+ eiφ sin

θ

2
|−z〉

|−n〉 = sin
θ

2
|+z〉 − eiφ cos

θ

2
|−z〉

Problem 3.3

σ2
1 =

(
0 1
1 0

)2

=

(
1 0
0 1

)

σ2
2 =

(
0 −i
i 0

)2

=

(
1 0
0 1

)

σ2
3 =

(
1 0
0 −1

)2

=

(
1 0
0 1

)

σ1σ2 + σ2σ1 =

(
i 0
0 −i

)
+

(
−i 0
0 i

)
= 0
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σ1σ3 + σ3σ1 =

(
0 −1
1 0

)
+

(
0 1
−1 0

)
= 0

σ2σ3 + σ3σ2 =

(
0 i
i 0

)
+

(
0 −i
−i 0

)
= 0

{σi, σj} = 2δijI

Problem 3.4

a)
σ × σ = (σxi+ σyj + σzk)× (σxi+ σyj + σzk)

= (σyσz − σzσy)i+ (σzσx − σxσz)j + (σxσy − σyσx)k

[σy, σz] = 2iσx

[σz, σx] = 2iσy

[σx, σy] = 2iσz

σ × σ = 2iσ

b)
σ · aσ · b = (axσx + ayσy + azσz)(bxσx + byσy + bzσz)

= (axbx + ayby + azbz)I + axbyσxσy + axbzσxσz + aybxσyσx + aybzσyσz + azbxσzσx + azbyσzσy

= a · bI + iσx(aybz − azby)− iσy(axbz − azbx) + iσz(axby − aybx)

σ · aσ · b = a · bI + iσ · (a× b)

Problem 3.5

a)

R̂(θj) = e−iŜyθ/h̄ = 1−
(
iθ

h̄

)
Ŝy +

1

2!

(
iθ

h̄

)2

Ŝy
2
− 1

3!

(
iθ

h̄

)3

Ŝy
3

+ ...

Ŝy
2

= I

R̂(θj) = 1− 1

2!

(
θ

2

)2

+
1

4!

(
θ

2

)4

+ ...

+iσy

[(
θ

2

)
− 1

3!

(
θ

2

)3

+ ...

]
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R̂(θj) = cos
θ

2
+

2i

h̄
Ŝy sin

θ

2

b)

R̂(θj)→
Sz

(
cos(θ/2) 0

0 cos(θ/2)

)
+

(
0 sin(θ/2)

− sin(θ/2) 0

)

R̂(θj) |+z〉 =

(
cos(θ/2) sin(θ/2)
− sin(θ/2) cos(θ/2)

)(
1
0

)
φ = 0:

|+n〉 = cos
θ

2
|+z〉+ sin

θ

2
|−z〉

Problem 3.6

Ĵ− |j,m〉 = c−h̄ |j,m− 1〉

Ĵ+Ĵ− = (Ĵx + iĴy)(Ĵx − iĴy) = Ĵx
2

+ Ĵy
2
− i[Ĵx, Ĵy] = Ĵ

2
− Ĵz

2
+ h̄Ĵz

〈j,m| Ĵ+Ĵ− |j,m〉 = c∗−c−h̄
2 〈j,m− 1|j,m− 1〉

〈j,m| Ĵ
2
− Ĵz

2
+ h̄Ĵz |j,m〉 = [j(j + 1)−m2 +m]h̄2 〈j,m|j,m〉

c− =
√
j(j + 1)−m(m− 1) |j,m− 1〉

Problem 3.7

(〈α|+ λ∗ 〈β|)(|α〉+ λ |β〉) ≥ 0

〈α|α〉+ λ∗ 〈β|α〉+ λ 〈α|β〉+ λ∗λ 〈β|β〉 ≥ 0

Choose:

λ = −〈β|α〉
〈β|β〉

〈α|α〉 − 〈α|β〉 〈β|α〉
〈β|β〉

− 〈β|α〉 〈α|β〉
〈β|β〉

+
〈α|β〉 〈β|α〉
〈β|β〉

= 0

〈α|α〉 ≥ 〈β|α〉 〈α|β〉
〈β|β〉

Schwarz inequality:

〈α|α〉 〈β|β〉 ≥ | 〈α|β〉 |2

Problem 3.8
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[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â = iĈ

Hermitian:
〈α|A|β〉∗ = 〈β|A|α〉

〈α|AB −BA|β〉∗ = 〈α|AB|β〉∗ − 〈α|BA|β〉∗ = 〈β|BA|α〉 − 〈β|AB|α〉 = 〈β|BA− AB|α〉

BA− AB = −iC

〈α|iC|β〉∗ = −i 〈α|C|β〉 = 〈α| − iC|β〉

C is Hermitian:
〈α|C|β〉∗ = 〈β|C|α〉

Problem 3.9

Eigenstate of Ŝz: |+z〉

∆Sx =

√
〈Sx2〉 − 〈Sx〉2 =

h̄

2

〈Sx〉 = 〈+z|Sx|+ z〉 = 0

〈Sx2〉 = 〈+z|Sx2|+ z〉 =

(
h̄

2

)2

∆Sy =
√
〈Sy2〉 − 〈Sy〉2 =

h̄

2

〈Sy〉 = 〈+z|Sy|+ z〉 = 0

〈Sy2〉 = 〈+z|Sy2|+ z〉 =

(
h̄

2

)2

〈Sz〉 = 〈+z|Sz|+ z〉 =
h̄

2

∆Sx∆Sy ≥
h̄|〈Sz〉|

2(
h̄

2

)(
h̄

2

)
≥
(
h̄

2

)(
h̄

2

)
Eigenstate of Ŝx: |+x〉

∆Sx =

√
〈Sx2〉 − 〈Sx〉2 = 0
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〈Sx〉 = 〈+x|Sx|+ x〉 =
h̄

2

〈Sx2〉 = 〈+x|Sx2|+ x〉 =

(
h̄

2

)2

∆Sy =
√
〈Sy2〉 − 〈Sy〉2 =

h̄

2

〈Sy〉 = 〈+x|Sy|+ x〉 = 0

〈Sy2〉 = 〈+x|Sy2|+ x〉 =

(
h̄

2

)2

〈Sz〉 = 〈+x|Sz|+ x〉 = 0

∆Sx∆Sy ≥
h̄|〈Sz〉|

2

0 ≥ 0

Problem 3.10

Sx →
Sz

h̄

2

(
0 1
1 0

)

Sy →
Sz

h̄

2

(
0 −i
i 0

)

Sx →
Sz

h̄

2

(
1 0
0 −1

)
[Ŝx, Ŝy] = ih̄Ŝz

SxSy − SySx =
h̄

2

(
0 1
1 0

)
h̄

2

(
0 −i
i 0

)
− h̄

2

(
0 −i
i 0

)
h̄

2

(
0 1
1 0

)

=

(
h̄

2

)2(
i 0
0 −i

)
−
(
h̄

2

)2( −i 0
0 i

)
=
ih̄2

2

(
1 0
0 −1

)
= ih̄Ŝz

Problem 3.11

Instead of inserting the identity element connecting the two bases, we can use a cyclic
substitution x→ y, y → z, z → x:

Ŝy →
Sy

(
h̄

2

)(
1 0
0 −1

)
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Ŝz →
Sy

(
h̄

2

)(
0 1
1 0

)

Ŝx →
Sy

(
h̄

2

)(
0 −i
i 0

)
Problem 3.12

Ŝz |+z〉 =
h̄

2
|+z〉

Ŝz |+z〉 = − h̄
2
|−z〉

Ŝz =
h̄

2
|+z〉 〈+z| − h̄

2
|−z〉 〈−z|

Ŝ+ |+z〉 = 0

Ŝ+ |−z〉 = h̄ |+z〉

Ŝ− |+z〉 = h̄ |−z〉

Ŝ− |−z〉 = 0

Ŝ+ = h̄ |+z〉 〈−z|

Ŝ− = h̄ |−z〉 〈+z|

Problem 3.13

Ĵx →
Jz

h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0


Ĵy →

Jz

h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0


Ĵz →

Jz
h̄

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1


[Ĵx, Ĵy] = ĴxĴy − ĴyĴx

h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

− h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0


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= ih̄2

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 = ih̄Ĵz

Problem 3.14

Angular Momentum (spin-1: j = 1):

Ĵz |j,m〉 = mh̄ |j,m〉

Ĵz |1, 1〉 = h̄ |1, 1〉

Ĵz |1, 0〉 = 0

Ĵz |1,−1〉 = −h̄ |1, 1〉

Ĵz = h̄ |1, 1〉 〈1, 1| − h̄ |1,−1〉 〈1,−1| →
Jz
h̄

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1


Ĵ+ |1, 1〉 = 0

Ĵ+ |1, 0〉 =
√

2h̄ |1, 1〉

Ĵ+ |1,−1〉 =
√

2h̄ |1, 0〉

Ĵ+ =
√

2h̄(|1, 1〉 〈1, 0|+ |1, 0〉 〈1,−1|)→
Jz

√
2h̄

 0 1 0
0 0 1
0 0 0


Ĵ− |1, 1〉 =

√
2h̄ |1, 0〉

Ĵ− |1, 0〉 =
√

2h̄ |1,−1〉

Ĵ− |1,−1〉 = 0

Ĵ− =
√

2h̄(|1, 0〉 〈1, 1|+ |1,−1〉 〈1, 0|)→
Jz

√
2h̄

 0 0 0
1 0 0
0 1 0


Ĵx =

J+ + J−
2

Ĵy =
J+ − J−

2i

Ĵx →
Jz

h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0


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Ĵy →
Jz

h̄√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0


Problem 3.15

Ŝx |1, µ〉x = µh̄ |1, µ〉x

h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 a
b
c

 = µh̄

 a
b
c


Eigenvalues: µ = 1, 0,−1  −µ

1√
2

0
1√
2
−µ 1√

2

0 1√
2
−µ


 a

b
c

 = 0

µ = 1:

−a+
1√
2
b = 0

1√
2
b− c = 0

b =
√

2a

c = a

Normalization:
a2 + 2a2 + a2 = 1

a =
1

2

|1, 1〉x =
1

2
|1, 1〉+

√
2

2
|1, 0〉+

1

2
|1,−1〉

µ = 0:
1√
2
b = 0

1√
2
a+

1√
2
c = 0

b = 0

c = −a

Normalization:
a2 + 0 + a2 = 1
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a =

√
2

2

|1, 0〉x =

√
2

2
|1, 1〉 −

√
2

2
|1,−1〉

µ = −1:

a+
1√
2
b = 0

1√
2
b+ c = 0

b = −
√

2a

c = a

Normalization:
a2 + 2a2 + a2 = 1

a =
1

2

|1,−1〉x =
1

2
|1, 1〉 −

√
2

2
|1, 0〉+

1

2
|1,−1〉

Problem 3.16

P = | 〈1, 0|x|1, 1〉 |2 =
1

2

〈1, 0|x =

√
2

2
〈1, 1| −

√
2

2
〈1,−1|

〈1, 0|x|1, 1〉 =

√
2

2
〈1, 1|1, 1〉 −

√
2

2
〈1,−1|1, 1〉 =

√
2

2

Problem 3.17

|ψ〉 →
Sz

1√
14

 1
2
3i


a)

P (Sz = h̄) = | 〈1, 1|ψ〉 |2 =
1

14

P (Sz = 0) = | 〈1, 0|ψ〉 |2 =
2

7

P (Sz = −h̄) = | 〈1,−1|ψ〉 |2 =
9

14

〈Sz〉 = P (Sz = h̄)(h̄) + P (Sz = 0)(0) + P (Sz = −h̄)(−h̄) = −4

7
h̄
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b)
〈Sx〉 = 〈ψ|Sx|ψ〉

=
1√
14

(
1 2 −3i

) h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 1√
14

 1
2
3i

 =
2

7
√

2
h̄

c)
P (Sx = h̄) = | 〈1, 1x|ψ〉 |2

〈1, 1|x =
1

2
〈1, 1|+

√
2

2
〈1, 0|+ 1

2
〈1,−1|

|ψ〉 =
1√
14
|1, 1〉+

2√
14
|1, 0〉+

3i√
14
|1,−1〉

〈1, 1x|ψ〉 =
1

2
√

14
+

2
√

2

2
√

14
+

3i

2
√

14
=

1 + 2
√

2 + 3i

2
√

14

P (Sx = h̄) = | 〈1, 1x|ψ〉 |2 =

(
1 + 2

√
2

2
√

14

)2

+

(
3

2
√

14

)2

=
1 + 4

√
2 + 8 + 9

4(14)
=

9 + 2
√

2

28

Problem 3.18

Ŝn |µ〉 = µh̄ |µ〉

Ŝn = Sx sin θ cosφ+ Sy sin θ sinφ+ Sz cos θ

=

 h̄√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 sin θ cosφ+
h̄√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 sin θ sinφ+ h̄

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 cos θ



= h̄

 cos θ sin θ cosφ−i sin θ sinφ√
2

0
sin θ cosφ+i sin θ sinφ√

2
0 sin θ cosφ−i sin θ sinφ√

2

0 sin θ cosφ+i sin θ sinφ√
2

− cos θ



= h̄

 cos θ e−iφ sin θ√
2

0
eiφ sin θ√

2
0 e−iφ sin θ√

2

0 eiφ sin θ√
2

− cos θ



h̄

 cos θ e−iφ sin θ√
2

0
eiφ sin θ√

2
0 e−iφ sin θ√

2

0 eiφ sin θ√
2

− cos θ


 a

b
c

 = µh̄

 a
b
c


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 cos θ − µ e−iφ sin θ√
2

0
eiφ sin θ√

2
−µ e−iφ sin θ√

2

0 eiφ sin θ√
2

− cos θ − µ


 a

b
c

 = 0

Eigenvalues:

(cos θ − µ)

[
(−µ)(− cos θ − µ)− e−iφ sin θ√

2

eiφ sin θ√
2

]
− e−iφ sin θ√

2

[
eiφ sin θ√

2
(− cos θ − µ)

]
= 0

(cos θ − µ)

[
(−µ)(− cos θ − µ)− sin2 θ

2

]
− sin2 θ

2
(− cos θ − µ) = 0

(−µ)(µ2 − cos2 θ)− sin2 θ

2
(cos θ − µ) +

sin2 θ

2
(cos θ + µ) = 0

(−µ)(µ2 − cos2 θ)− sin2 θ

2
(cos θ − µ) +

sin2 θ

2
(cos θ + µ) = 0

(−µ)(µ2 − cos2 θ − sin2 θ) = 0

µ = 1, 0,−1

µ = 1:

(cos θ − 1)a+
e−iφ sin θ√

2
b = 0

eiφ sin θ√
2

b− (cos θ + 1)c = 0

c =
1− cos θ

1 + cos θ
a

b =
eiφ(1− cos θ)

√
2

sin θ
a

Normalization:

a2 +
2(1− cos θ)2

sin2 θ
a2 +

(1− cos θ)2

(1 + cos θ)2
a2 = 1

a =
1 + cos θ

2
= cos2

(
θ

2

)

|1, 1〉n = cos2

(
θ

2

)
|1, 1〉+

eiφ sin θ
√

2

2
|1, 0〉+ sin2

(
θ

2

)
|1,−1〉
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µ = 0:

(cos θ)a+
e−iφ sin θ√

2
b = 0

eiφ sin θ√
2

b− (cos θ)c = 0

b = −e
iφ cos θ

√
2

sin θ
a

c = −a

Normalization:

a2 +
2 cos2 θ

sin2 θ
a2 + a2 = 1

a =
sin θ
√

2

2

|1, 0〉n =
sin θ
√

2

2
|1, 1〉 − eiφ cos θ |1, 0〉 − sin θ

√
2

2
|1,−1〉

µ = −1:

(cos θ + 1)a+
e−iφ sin θ√

2
b = 0

eiφ sin θ√
2

b− (cos θ − 1)c = 0

c =
1 + cos θ

1− cos θ
a

b = −e
iφ(1 + cos θ)

√
2

sin θ
a

Normalization:

a2 +
2(1 + cos θ)2

sin2 θ
a2 +

(1 + cos θ)2

(1− cos θ)2
a2 = 1

a =
1− cos θ

2
= sin2

(
θ

2

)

|1,−1〉n = sin2

(
θ

2

)
|1, 1〉 − eiφ sin θ

√
2

2
|1, 0〉+ cos2

(
θ

2

)
|1,−1〉

Problem 3.19

R̂(θj) = e−iŜyθ/h̄ = 1 +

(
−iθ
h̄

)
Ŝy +

1

2!

(
−iθ
h̄

)2

Ŝy
2

+
1

3!

(
−iθ
h̄

)3

Ŝy
3

+ ...
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Ŝy =
h̄√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0


Ŝy

2
=

(
h̄√
2

)2
 1 0 −1

0 2 0
−1 0 1


Ŝy

3
=

(
h̄√
2

)3
 0 −2i 0

2i 0 −2i
0 2i 0

 = h̄2Ŝy

Ŝy
4

=

(
h̄√
2

)4
 2 0 −2

0 4 0
−2 0 2

 = h̄2Ŝy
2

R̂(θj) = 1 +
1

2!

(
−iθ
h̄

)2

Ŝy
2

+
1

4!

(
−iθ
h̄

)4

Ŝy
4

+ ...+

(
−iθ
h̄

)
Ŝy +

1

3!

(
−iθ
h̄

)3

Ŝy
3

= 1 +
Sy

2

2

[
− 1

2!
(θ)2 +

1

4!
(θ)4 − ...

]
+ ...+

−iSy√
2

[
(θ)− 1

3!
(θ)3 + ...

]

= 1 +
Sy

2

2
(cos θ − 1)− iSy√

2
sin θ

=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

+

 cos θ−1
2

0 1−cos θ
2

0 cos θ − 1 0
1−cos θ

2
0 1−cos θ

2

+

 0 − sin θ√
2

0
sin θ√

2
0 − sin θ√

2

0 sin θ√
2

0



R̂(θj) =


1+cos θ

2
− sin θ√

2
1−cos θ

2
sin θ√

2
cos θ − sin θ√

2
1−cos θ

2
sin θ√

2
1+cos θ

2


R̂(θj) |1, 1〉 = cos2

(
θ

2

)
|1, 1〉+

sin θ
√

2

2
+ sin2

(
θ

2

)
= |1, 1〉n (φ = 0)

Problem 3.20

a)
f = | 〈Sn = h̄|Sz = h̄〉 |2| 〈Sz = −h̄|Sn = h̄〉 |2 = | 〈1, 1|n|1, 1〉 |2| 〈1,−1||1, 1〉n |

2

|1, 1〉n = cos2

(
θ

2

)
|1, 1〉+

sin θ
√

2

2
|1, 0〉+ sin2

(
θ

2

)
|1,−1〉

〈1, 1|n = cos2

(
θ

2

)
〈1, 1|+ sin θ

√
2

2
〈1, 0|+ sin2

(
θ

2

)
〈1,−1|
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〈1, 1|n|1, 1〉 = cos2

(
θ

2

)

〈1,−1||1, 1〉n = sin2

(
θ

2

)

f = sin4

(
θ

2

)
cos4

(
θ

2

)
=

sin4 θ

16

b)

θ = ±π
2

fmax =
1

16

c)
f = | 〈1,−1|1, 1〉 |2 = 0

Last SGz device transmits particles with Sz = 0 only:

a)
f = | 〈1, 1|n|1, 1〉 |2| 〈1, 0||1, 1〉n |

2

〈1, 1|n|1, 1〉 = cos2

(
θ

2

)

〈1, 0||1, 1〉n =
sin θ
√

2

2

f = cos4

(
θ

2

)
sin2 θ

2
=

sin2 θ(1 + cos θ)2

8

b)

d

dθ

[
sin2 θ(1 + cos θ)2

]
= 2 sin θ cos θ(1 + cos θ)2 + 2 sin2 θ(1 + cos θ)(− sin θ) = 0

sin θ = 0
1 + cos θ = 0:

cos θ(1 + cos θ)− sin2 θ = 2 cos2 θ + cos θ − 1 = 0

(2 cos θ − 1)(cos θ + 1) = 0

cos θ =
1

2

θ = ±π
3

fmax =
27

128

15



c)
f = | 〈1, 0|1, 1〉 |2 = 0

Problem 3.21

Jz = mh̄

J =
√
j(j + 1)h̄

cos θ =
m√

j(j + 1)

a) spin-1
2

cos θ =
1/2√

(1/2)(1/2 + 1)
=

√
3

3

θ = arccos

√
3

3

b) spin-1

cos θ =
1√

(1)(1 + 1)
=

√
2

2

θ =
π

4

c) macroscopic spinning top

Lz = L

θ = 0

Problem 3.22

|ψ〉 =
∑
a,b

ca,b |a, b〉

ÂB̂ |ψ〉 =
∑
a,b

ca,bÂB̂ |a, b〉 =
∑
a,b

ca,bÂb |a, b〉 =
∑
a,b

ca,bab |a, b〉

B̂Â |ψ〉 =
∑
a,b

ca,bB̂Â |a, b〉 =
∑
a,b

ca,bB̂a |a, b〉 =
∑
a,b

ca,bba |a, b〉

ÂB̂ = B̂Â

[Â, B̂] = 0
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